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Abréviations

@ On pourra noter F1E5 a la place de Eq.E5
@ On pourra supprimer les parenthéses « inutiles » en éliminant la paire
la plus externe et en considérant
» « . >» et « + » associatifs

» « * » plus prioritaire que « . » plus prioritaire que « + »

Exemple

Soit B = ((a.(b + (c+ (d.(c")))))-((a-b)")).

On pourra simplement noter E = a(b + ¢ + dc*)(ab)*.
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Question : a quoi servent les ER?

@ Intérét pratique : recherche de motif (cf. grep et sed)

o Intérét théorique : description inductive des langages réguliers
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Définition

Définition (Expression réguliere)

L'ensemble des expressions réguliéres (sur un vocabulaire V') est défini par
induction structurelle par :

o Base : @ est une expression réguliére
€ est une expression réguliére
Si z € V, alors x est une expression réguliére
@ Induction : Si E; et E sont des expressions réguliéres, alors
(E1 + Es) est une expression réguliére

(E7.E5) est une expression réguliére

(E1™) est une expression réguliére

Exemple : (a.((a + b)*)) est une expression réguliére (ER).
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Langage représenté

Une expression réguliére sur V est un mot sur V U {g,¢, ), (,+,*,.} qui
représente un langage sur V.

Définition
Le langage représenté par une ER E est noté L(FE) et est défini par :
e Si E =g alors L(FE) =
o Si E=calors L(E) =
e SiE=x2 (zeV)alors L(E)=
o Si E = (E; + E») alors L(E) =
o Si E = (Ey.E3) alors L(E) =
o Si E = (Eq") alors L(E) =
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Remarques

Exemple
L((a+ab)*) =

Remarques
e L 'associativité dans les ER (pour « . » et « + ») vient des langages.

*

@ Priorités comme en arithmétique : « * » > « . » > « + »

Notations
@ On pourra noter E a la place de L(E).

@ Du coup, des notations comme w € E ou A C B + C sont autorisées.

@ Il ne faut pas tout mélanger : on n'écrira pas w € (a + b)* {c,d}.
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Une ER représente un langage régulier

Lemme
VE(ER),3A(AF) tel que L(E) = L(A)
De plus, A a un unique état initial et un unique état acceptant.

Preuve : par induction structurelle

e F=9¢

e E=zxcV ° = (E1+ Ey), (E1.Es), (EY)
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Expressions réguliéres équivalentes

Définition

Deux expressions réguliéres E et E’ sont équivalentes si L(E) = L(E').

Exemple

Les expressions régulieres (a + b)* et (a*b*)* sont équivalentes.
Exercice : démontrer ce résultat

Théoreme (Kleene)

Les langages représentés par des expressions réguliéres
sont les langages réguliers.

Rappel : L régulier & JA(AF): L(A) =L
A démontrer : 1. VE(ER),3A(AF) : L(E) = L(A)
2. YA(AF),3E(ER) : £L(A) = L(E)
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Un langage régulier est représentable par une ER

2 visions possibles :

@ Version graphique :
» |dée : se ramener a un automate de la forme

_,@; ol ? est une ER

» Méthode :

* S’autoriser des ER sur les transitions

* Partir d'un automate avec un unique état initial 7 sans transition
entrante et un unique état acceptant f sans transition sortante (voir
cours 3)

* Supprimer successivement les états (sauf ¢ et f) en préservant le
langage reconnu

@ Version par équations : résolution d'un systéme d'équations d'ER
» Pas besoin de transformer |'automate

» Représentation algébrique de la version graphique
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Version graphique Version graphique : exemples

Comment supprimer un état d'un automate sans changer son langage ? @ Exemple 1:

. a
Formellement, pour supprimer un état ¢ avec _’@
@ des transitions entrantes (p,x,q) € § (avec p # q)

o
@ Exemple 2 :
@ possiblement une boucle (¢,y,q) € § .
a

@ des transitions sortantes (g, z,7) € § (avec r # q)

on doit

@ Exemple 3 :

:
C'est la méthode de Brzozowski et Mc Cuskey. @
a

On peut programmer cette méthode : I'algorithme de Kleene (prog. dyn.)
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Version par équations : exemple 1 Version par équations : exemple 2

(@ |
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Version par équations : exemple 3 Systéme d'équations associé a un automate A

Pour chaque état ¢; :

b s . . ,
—> @ On considére une variable x;, qui représentera le langage reconnu par

I'automate dont ¢; est l'unique état initial (Ag,)

pt @ On considére les k transitions issues de ¢;
> (Qis @iys Gir), (G, iy, @iy )5 - - - (G55 Qs 5 Gy, ) OU a;; € VU {e}

» On crée I'équation :
k

T; = E a;;z;;, +¢€sig; est final
j=1

Remarque : Si k =0, la somme se réduit 3 ¢ et on a alors
ri=0sq¢&F ou r;=c¢€siq €F
Théoréme (Admis)

Pour tout i, la plus petite solution de I'équation associée a q; représente le
langage reconnu par I'automate dont q; est 'unique état initial.
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Exemple Exercice
1
(@)
1
0 0

0,2
1
o)
0 0
C (e
1,2
0,1,2
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Résolution des systéemes d’'équations Résolution des systémes d’'équations

Lemme d'Arden Preuve (suite)

* . .
Soient A et B des langages, et considérons I'équation X = AX + B. ® A”B est la plus petite solution
Alors :

Soit C' une solution : on a C = AC + B.
@ A*B est la plus petite solution de cette équation Donc BC Cet ACCC

Donc AB C AC C C

@ Sie ¢ A, cest I'unique solution

Preuve : Preuve par récurrence sur k (exercice)
@ A*B est une solution Donc Vk >0, A*B C C
A(A*B)+B =
= Ainsi A*B C C
= A*B
Amée 20232024 17/23 Amés 20232028 18/23
Résolution des systémes d’'équations Remarques importantes
Preuve (suite) Ouesieng

© Sie ¢ Aalors A" est I'unique solution. o Quelle est la (plus petite) solution de I'équation X = AX + €7

Soit C' une solution, montrons que C C A*B.
Par I'absurde : on suppose que Jw € C' tel que w ¢ A*B.

@ Quelle est la (plus petite) solution de |'équation X = AX ?
Supposons w de longueur minimale

o Si I'automate a deux états initiaux g; et gz ?
@ Sie € A, quelles autres solutions de X = AX + By a-t-il 7

@ Qu'obtient-on pour I'équation X = XA+ B?
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Exercice

Résoudre le systéme d’équations suivant (qo état initial) :

xTo = (O + 2).’[70 + 1z
x1 = 0xo + 123

x9 = 0x1 + (14 2)x4
23 =(0+2)z3+ €
4= (04+1+2)x4
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Avant suppression :

Correspondance entre versions graphique et par équation
o = (O + 2).1,‘0 + 127
1 = 022 + 123

=0
1 x9 =0x1 + (14 2)x4
1,2

11
3 = (0+2)z3+ €

: 4= (04+1+2)x4
0

"

:

0
0 Aprés suppression de ¢ :
00 xro = (O + 2).1,‘0 I 1(01‘2 = 1%3)
X9 = 0(0332 aF 1:133) T~ (1 + 2):64
3 = (0+2)z3 + €
= (

T4 04+ 1+2)xy
) 72
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« Veérification » a posteriori

-«

On peut s'assurer que I'automate « reconnait »

1
e I'expression réguliére calculée.
1

Remarque : on peut trouver différentes
expressions réguliéres en fonction de I'ordre
dans lequel les équations sont résolues.

On peut faire correspondre la substitution d'une
0,1,2 variable et la suppression de I'état
correspondant dans la méthode graphique.
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